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Introducdo

Nesta aula estudaremos os métodos de resolucdo de sistemas de
equacdes lineares de n equacdes e n incégnitas.
Um sistema linear pode ter:

@ nenhuma solugdo (sistema impossivel);
@ uma dnica solugdo (sistema possivel e determinados);
e infinidade de solugdes (sistema possivel e indeterminados).

Estudaremos apenas os sistemas possiveis determinados. Afim de
achar a soluc3o, trabalharemos com dois métodos:

Métodos directos: fornecem solugdo exacta (a menos de erros de
arredondamento);

Métodos lterativos: sobre certas condicdes, produzem uma
sequéncia que converge para a solucdo. Csvtc
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Sistemas de Equacdes Lineares

Sistema de equacdes lineares

Um sistema de equagdes é um conjunto de equagbes

aiixi + axo + -+ aipxp = by
an1X1 + axnxa + -+ + apxp = bo

am1X1 + amex2 + - + amnXn = bm

que devem ser resolvidas simultaneamente.

( isuTC
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Sistemas de Equacdes Lineares

Note que, o sistema pode ser escrito na forma AX = B, onde
by

d11 412 -+ din X1

a1 axp -+ axn X2 by
A= . . , X = . , B= .

dml adm2 **° Aamn Xn bm

( suTC
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Método directo

Método de Eliminacdo de Gauss
Consiste em transformar o sistema em um outro mais simples que
tenha a mesma solu¢do que o original, recorrendo as chamadas
operacoes elementares:

@ Permutar linhas;

@ Multiplicar uma linha por uma constante diferente de zero;

@ Trocar uma linha por sua soma com um maltiplo de outra
linha.

O objectivo é transformar a matriz A em uma matriz triangular
superior. Resolver um sistema desse tipo é simples (substituicdo
rectroactiva), como ilustra o seguinte exemplo. sutC
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Método directo

x—3y+3z=4
Resolva o sistema 3y —z=2
2z=06

Resolucdo
e Da altima equacdo, z = 3;
@ Substituindo na segunda equagio, vemos que y = % e,
finalmente;

@ Substituindo na primeira equagdo concluimos que x = 0.

( isuTC
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Método directo

Considere a chamada matriz aumentada

ail a2 -+ amn | b
a1 ax -+ ax | b2
adml adm2 - dmn bm

Passos do Método de Eliminacdo de Gauss

@ Na coluna k o elemento ay, é diferente de zero. Caso isso ndo
ocorra, algum dos elemento abaixo dele, digamos a; com
i > k, sera diferente de zero, permutamos as linhas k e /;

@ Seja L; a linha i da matriz aumentada. Se i > k, vamos trocar
L; por L; — ;—’iLk. Portanto, todos os elementos abaixo da
diagonal principal serdo iguais a zero.
Resolucao de Sistemas de Equacoes Lineares
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Método de Eliminacdo de Gauss

xX+2y+4z=1
Resolva o sistema ¢ 3x+y—z=2
3x+2y+z=5

Resoluc3o

1 2 41
31 1|2
3 2 115

JTC
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Método de Eliminacdo de Gauss

xX+2y+4z=1
Resolva o sistema ¢ 3x+y—z=2
3x+2y+z=5

Resoluc3o

12 4|1 1 2 4 |1
31 —1|2 | &3 o 5 —13|-1
32 1|5 3 2 1|5

JTC
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Método de Eliminacdo de Gauss

xX+2y+4z=1
Resolva o sistema ¢ 3x+y—z=2
3x+2y+z=5

Resoluc3o

12 41 1 2 4 |1
31 —1|2 | &3 o 5 _13|-1 | a3t
32 115 3 2 1|5

1 2 4 |1

0 -5 —13|-1

0 —4 —11]| 2

JTC
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Método de Eliminacdo de Gauss

xX+2y+4z=1
Resolva o sistema ¢ 3x+y—z=2
3x+2y+z=5

Resoluc3o

12 4|1 1 2 4 |1
31 —1|2 | &3 o 5 _13|-1 | a3t
32 1|5 3 2 1|5

12 4|1\ oy, (1 2 4|1

0 -5 —13| -1 N 0 -5 —13| -1

0 -4 —11]| 2 o 0o -3 |¥
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Método de Eliminacdo de Gauss

xX+2y+4z=1
Resolva o sistema ¢ 3x+y—z=2
3x+2y+z=5

Resoluc3o

1 2 41 1 2 4 |1
31 —1|2 |3 g 5 _13|-1 | Brash
32 115 3 2 1|5
1 2 4 |1 etz (102 4|1
0 -5 —-13|-1 - 0 -5 -13|-1 | &
3 14
0 -4 —11| 2 o 0o -3|Xk
x=-5
i
1 1TC.
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Propagacdo de Erros

Observacio

Cada etapa do método de eliminacdo de Gauss envolve uma divisdo
pelo pivot axk. Se axx estiver muito préximo de zero, essa divisdo
pode aumentar bastante, o que pode causar erros de
arredondamento. Observe o exemplo seguinte.

0,0003x + 1,566y = 1,569

0,3454x — 2,436y = 1,018
exacta é x =10, y = 1.

Considere o sistema { cuja solugdo

( isuTC
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Propagacdo de Erros

Resoluc3o do sistema

0,0003 1,566 | 1,569
0,3454 —2,436 | 1,018

JTC
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Propagacdo de Erros

Resoluc3o do sistema

(0,0003 1,566 1,569) R ]

0,3454 —2,436 | 1,018
0,0003 1,566 | 1,569
0  —1804 | —1805

JTC
—

Resolucao de Sistemas de Equacoes Lineares

www.transcom.com www.facebook.com /isutc



Indice Introducéo Sistemas de Equagdes Lineares

000000080

Propagacdo de Erros

Resoluc3o do sistema

(0,0003 1,566 1,569) Ly+—Lo— oééi‘éh

0,3454 —2,436 | 1,018
0,0003 1,566 | 1,569 0,0003x + 1,566y = 1,569
0 —1804 | —1805 —1804y = —1805
Logo,
7 = 1,001
© 1,569 — 1,566
- _ 5 = y _
X = 0.0003 = 3,333.
Esta solucdo difere obviamente da solucdo exacta devido a ma
escolha do pivot. ITC
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Método de Eliminacdo de Gauss

Observacao

Para contornar esse problema, temos que permutar linhas e escolher
como pivot o elemento de maior médulo da coluna em quest3o.

Isso fara com que 0 < "%’;‘ < 1, o que limita os erros de

arredondamento (estratégia de pivotamento parcial).

Resoluc3o do sistema

( 0,3454 —2,436

1,018
0,0003 1,566 | 1,569

JTC
—
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Método de Eliminacdo de Gauss

Observacao
Para contornar esse problema, temos que permutar linhas e escolher
como pivot o elemento de maior médulo da coluna em quest3o.

K| =

Isso fara com que 0 < ’;’%‘ < 1, o que limita os erros de
arredondamento (estratégia de pivotamento parcial).

Resoluc3o do sistema
<Q3%4 —2,436 LM8>Lw¢r&%ﬁh

0,0003 1,566 | 1,569
0,34541 —2,436 1,018
0 1,568 | 1568

JTC
—
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Método de Eliminacdo de Gauss

Observacao

Para contornar esse problema, temos que permutar linhas e escolher
como pivot o elemento de maior médulo da coluna em quest3o.

o=
arredondamento (estratégia de pivotamento parcial).

Isso fara com que 0 < ’;’%‘ < 1, o que limita os erros de

Resoluc3o do sistema
(0,3454 —2,436 1,018) i O

0,0003 1,566 | 1,569
0,34541 —2,436| 1,018 0,3454x — 2,436y = 1,018

( 0 1,568 | 1568 ) { 1,568y — 1,568

Logo, y =1lex= 71’015;125’236)’ = 10. i;TC
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Introducdo
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Introducdo

@ Estudamos os métodos directos para determinar a solucdo
exacta de um sistema linear (a menos de erros de
arredondamento). Desta vez, estudaremos os métodos
iterativos, que fornecem solucées aproximadas para os
sistemas;

@ A ideia central & converter o sistema AX = B na forma
X = ¢(X), sendo a fungdo auxiliar do método do ponto fixo
dada por ¢(X) = CX + D. De seguida, escolhemos uma
aproximacio inicial X(©) e recursivamente achamos as
restantes aproximacdes mediante

xk) — cxk-1) 4 p, (vt

de Equacoes
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Método de Gauss-Jacobi

o Considere o sistema linear
a11X1 + aioxe + -+ + a1pXn = b1
apix1 + apxo + -+ axpxp = b

aniX1 + anmXxo + - -+ + appXnp = by

( suTC
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Método de Gauss-Jacobi

o Considere o sistema linear
a11X1 + aioxe + -+ + a1pXn = b1
apix1 + apxo + -+ axpxp = b

aniX1 + anmXxo + - -+ + appXnp = by

@ Se a;; #0, axn #0,..., podemos escrever
X1 = bi—ajpxp—aizx3—-—aipXxp
al1

( suTC
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Método de Gauss-Jacobi

o Considere o sistema linear

a11x1 + axo + -+ - + ainxp = by
apix1 + apxo + -+ axpxp = b

aniX1 + anmXxo + - -+ + appXnp = by

@ Se a;; #0, axn #0,..., podemos escrever
X1 = bi—ajpxp—aizx3—-—aipXxp

al1
Xp = bo—az1x1—ap3x3—-—aznXp

az2

( suTC
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Método de Gauss-Jacobi

o Considere o sistema linear

a11x1 + axo + -+ - + ainxp = by
apix1 + apxo + -+ axpxp = b

aniX1 + anmXxo + - -+ + appXnp = by

@ Se a;; #0, axn #0,..., podemos escrever
X1 = bi—ajpxp—aizx3—-—aipXxp

al1
Xp = bo—az1x1—ap3x3—-—aznXp

az2

( suTC

de Equacoes

www.transcom.com www.facebook.com/isutc



Métodos Iterativos
0@000000000000

Método de Gauss-Jacobi

o Considere o sistema linear

aiix1 + awxo + -+ aipxy, = by
apix1 + apxo + -+ axpxp = b

aniX1 + anmXxo + - -+ + appXnp = by

@ Se a;; #0, axn #0,..., podemos escrever
Xy — bi—araxe—aizxz—-—ainXy
1 a11
xp — D2—anixi—an3x3—-—aznXn
2 a2
_ bp—anixi—amx2——ann—1Xn—1
Xn =

= ( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

° O Método consiste em chutar uma aproximacio inicial
(x(0 , X ) . (0)) substituir esses valores no lado
d|re|to do u|t|mo S|stema, obter x(1), em seguida colocar esses
novos valores nas equacdes e obter x(2), . ..

Xl(k) = 3711 (bl — 312X2(k_1) — 313X3Ek_1) — s = al,,x,gk_l))
Xz(k) = aiz (bz - 821X1(k_1) - 323X3(k_1) - aznxf(yk_l)>
Xr(1k) = % (bn - anlxik_l) - an2X2(k_1) - ann—lxr(,li_l))
\ nn 1suTC

de Equacoes

www.transcom.com www.facebook.com/isutc



Métodos Iterativos
000@0000000000

Convergéncia do Método de Gauss-Jacobi

Definicio

Uma matriz que satisfaz

n
Z lajj| < laiil, i=1,2,...,n (critério das linhas)
J=1, j#i

é chamada estritamente diagonal dominante.

Teorema

Se o sistema linear satisfaz o critério das linhas ent3o o método de
Gauss-Jacobi converge.

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

Ache as primeiras duas iteracdes do método de Gauss-Jacobi para o
bx—y+z=7

sistema ¢ x+8y—z=16
x+y+5z=18

JTC
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Método de Gauss-Jacobi

Ache as primeiras duas iteracdes do método de Gauss-Jacobi para o
bx—y+z=7

sistema ¢ x+8y—z=16
x+y+5z=18

Verificacdo da convergéncia
@ Linha 1: |a;1| =6 > 141 = |a1o| + |a13];
@ Linha 2: |axp| =8> 141 = |ax]| + |a3];
@ Linha 3: |az3| =5 > 141 = |az1| + |a32].
A matriz é diagonal dominante, portanto, é garantida a

convergéncia do método de Gauss-Jacobi para a solugdo exacta
qualquer que seja o valor inicial utilizado.

JTC
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Método de Gauss-Jacobi

bx —y+z=7
x+8y—z=16
x+y-+5z=18

Isolamento das incégnitas

x=g(T+y-2)
y=35(16 —x+2)
_1

—3(18—x y)

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

Escolha da aproximacdo Inicial

x(0) — o
y©® =0
20 =

Iteracoes

xM) =17+ yO — 2(0) =1 1667
y(l) = %(16 — X(O) _|_ z(o)) = 2

z(1) = %(18 —x(0 — () =36 | e

Resolucao de Sistemas de Equacoes Lineares
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Método de Gauss-Jacobi

Iteracdes

x® =17+ y® - z0) = 1(7+2-3,6)=0,9
y® = 1(16 — x(V 4 zV) = 1(16 — 1,1667 + 3,6) = 2,3042

2z = 1(18 — x) — y(V) = (18 — 1,1667 — 3,6) = 2, 9667

( isuTC
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Critério de Parada

Dado um vector inicial x(%9) o processo iterativo é repetido até que
o vetor x(k) esteja suficientemente préximo do vetor x(kt1). A
distancia entre os vectores &€ medida por

d®) = max {’xi(k) — x.(k_l)’} ,

1<i<n !

de Equacoes
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Critério de Parada

Dado um vector inicial x(%9) o processo iterativo é repetido até que
o vetor x(k) esteja suficientemente préximo do vetor x(k+1). A
distancia entre os vectores &€ medida por

d®) = max {’xi(k) — x.(k_l)’} ,

1<i<n !

Dada uma precisdo ¢, o vector x(K) sera escolhido como solucio
aproximada da soluc3o exacta, se:

Critério do erro absoluto: d(¥) < ¢;

o, . k
Critério do erro relativo: §(k) = d! )(k) <g
max { : }

1<i<n !

e . L, . . - JTC
Critério do namero maximo de iteracdes —

Resolucao de Sistemas de Equacoes Lineares

www.transcom.com www.facebook.com/isutc



Métodos Iterativos
000000000e0000

Método de Gauss-Jacobi

Use o método de Gauss-Jacobi para resolver o sistema
bx —y+z=7
x+ 8y —z =16 , com precisdo de 0,01 no erro relativo.
x+y+5z=18

Iteracoes

X(k) — %(7 + y(k_l) — z(k_l))

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

Use o método de Gauss-Jacobi para resolver o sistema
bx —y+z=7
x+ 8y —z =16 , com precisdo de 0,01 no erro relativo.
x+y+5z=18

Iteracoes

X(k) — %(7 + y(k_l) — z(k_l))

y(k) = %(16 — X(k_l) _|_ z(k_l))

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

Use o método de Gauss-Jacobi para resolver o sistema
bx —y+z=7
x+ 8y —z =16 , com precisdo de 0,01 no erro relativo.
x+y+5z=18

Iteracoes

X(k) — %(7 + y(k_l) — z(k_l))

y(k) = (16 — X(k_l) _|_ z(k_l))

1
8

z(k) = (18 — X(k_l) — y(k_l))

1
5

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

k[ x [ v [ z [ d0 ] 6 ]

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

k X y z dk) 6(F)
0 0 0

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

k X y z dk) 6(F)
0 0 0 0
1| 1,1667 2 3,6 3,6 1

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

k X y z dk) 6(F)
0 0 0 0

1| 1,1667 2 3,6 3,6 1

2| 09 |23042 | 29667 | 0,6333 | 0,2135

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

k X y z dk) 6(F)
0 0 0 0

1| 1,1667 2 3,6 3,6 1
2

3

0.9 2,3042 | 2,9667 | 0,6333 | 0,2135
1,0563 | 2,2583 | 2,9592 | 0,1563 | 0.0528

( isuTC
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Método de Gauss-Jacobi

k X y z dk) 6(F)
0 0 0 0
1| 1,1667 2 3,6 3,6 1
2| 09 |23042 | 29667 | 0,6333 | 0,2135
3
4

1,0563 | 2,2583 | 2,9592 | 0,1563 | 0.0528
1,0499 | 2,2379 | 2,9371 | 0,0221 | 0,0075

O erro relativo tornou-se menor que 0,01 apés 4 iteracdes, logo
x =1,0499, y =2 2379, z=2,9371 é a solucdo aproximada.

( isuTC

Resolucao de Sistemas de Equacoes Lineares

www.transcom.com www.facebook.com/isutc



Métodos Iterativos
0000000000080

Método de Gauss-Jacobi

Use o método de Gauss-Jacobi para resolver o sistema
x+3y+z=060
4x —y +2z =20 , com precisdo de 0,05 no erro relativo.
x+4y +7z=35

Y TC
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Método de Gauss-Jacobi

Use o método de Gauss-Jacobi para resolver o sistema
x+3y+z=060
4x —y +2z =20 , com precisdo de 0,05 no erro relativo.
x+4y +7z=35

Verificacdo da convergéncia

A matriz A n3o é estritamente diagonalmente dominante, mas se
permutarmos as primeiras duas linhas obteremos uma matriz de
coeficientes estritamente diagonalmente dominante, i.e,

4x —y+2z=20

x4+ 3y +z=060

x+4y +7z=35

Y TC
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Método de Gauss-Jacobi

Isolamento das incégnitas

x:%(20+y—2z)

y = 3(60—x — 2)
z:%(35—x—4y)

( isuTC
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X(k) = %(20 + y(kil) — 2z(k71)
y(k) = %(60 — X(k_l) — z(k_l))
Z(k) = %(35 X(k_l) — 4y(k_1))
k[ x | v |z [ a9 ] W |
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Equagdes Lineares
0000000000000 e

Indice Introdugdo

Método de Gauss-Jacobi

X(k) = %(20 + y(k 1 2z(k71))

y(k) = %( — X(k 1) z(k_l))

200 = 1(35 _ x(k-1) _ gy (k1))
k X y z d® 5(F)
0 0 0 0
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Métodos Iterativos

Indice
o] 0000000000000 e

Método de Gauss-Jacobi

x(K) = %(20 + y(k=1) 22("’1))

yk) = %( — sl — Aty

Z(k) — %( x(k=1) _ 4y (k= 1))
k X y z d® 5(F)
0 0 0 0
1 5 20 5 20 1
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Métodos Iterativos Fim
00000000000008 o

e Equagdes Lineares

(k) — %(20 L =L))ol
yk) = %(60 — sl — Aty
Z(k) — %(35 x(k=1) _ 4y(k=1))
k X y z d® 6(k)
0 0 0 0
1 5 20 5 20 1
2 7,5 16,667 | -7,143 | 12,143 | 0,7286
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e Equacdes Lineares Métodos Iterativos
5 00000000000008

Indice Introdugdo

Método de Gauss-Jacobi

k) (20+y(k 1) _ o (k- 1))
( — x(k=1) _ (k= 1))
(

35 — x(k=1) _ gy (k=1))

X(

/-\
= =
= 2
Il
\l\i—‘wh—-bh—l

x m 2 PO
0 0 0
5 20 5 20 1

7,5 16,667 | -7,143 | 12,143 | 0,7286
12,738 | 19,881 | -5,595 | 5,2381 | 0,2635

WIN| PO X

JTC
—
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e Equacdes Lineares Métodos Iterativos
5 00000000000008

Indice Introdugdo

Método de Gauss-Jacobi

k) (20+y(k 1) _ o (k- 1))
( — x(k=1) _ (k= 1))
(

35 — x(k=1) _ gy (k=1))
z d®) Q)

X(

/-\
= =
= 2
Il
\l\i—‘wh—-bh—l

X y
0 0 0
5 20 5 20 1

7,5 16,667 | -7,143 | 12,143 | 0,7286
12,738 | 19,881 | -5,595 | 5,2381 | 0,2635
12,768 | 17,619 | -8,18 | 2,685 | 0,1467

AW IN| R OlXx

JTC
—
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Indice Introdugdo Equacdes Lineares Métodos Iterativos
5 0000000000000e

Método de Gauss-Jacobi

x(K) = %(20 + y(k=1) 22("’1))
yk) = %( — sl — Aty
Z(k) — %(35 _ x(k=1) _ 4y (k— 1))
x y > 4k 5(k)
0 0 0
5 20 5 20 1

7,5 16,667 | -7,143 | 12,143 | 0,7286
12,738 | 19,881 | -5,595 | 5,2381 | 0,2635
12,768 | 17,619 | -8,18 | 2,685 | 0,1467
13,495 | 18,471 | -6,892 | 1,2883 | 0,0697

G| W NP O X

JTC
—
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0000000000000 e

Método de Gauss-Jacobi

k) (20+y(k 1) _ o (k- 1))
( — x(k=1) _ (k= 1))
(

35 — x(k=1) _ gy (k=1))

X(

/-\
= =
= 2
Il
\l\i—‘wh—-bh—l

k X y z d® 5(F)

0 0 0 0

1 5 20 5 20 1

2 7,5 16,667 | -7,143 | 12,143 | 0,7286

3| 12,738 | 19,881 | -5,595 | 5,2381 | 0,2635

4 | 12,768 | 17,619 | -8,18 | 2,585 | 0,1467

5| 13,495 | 18,471 | -6,892 | 1,2883 | 0,0697

6 | 13,064 | 17,799 | -7,483 | 0,6718 | 0,0377 e
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